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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Îòîáðàæåíèå U• ∈ C(R;L(U)) íàçîâåì ãðóïïîé îïåðàòîðîâ, åñëè

U sU t = U s+t,

ïðè âñåõ s, t ∈ R. Îáû÷íî ãðóïïó îïåðàòîðîâ îòîæäåñòâëÿþò ñ åå ãðàôèêîì

{U t : t ∈ R}. Ãðóïïó {U t : t ∈ R} íàçîâåì ãîëîìîðôíîé, åñëè îíà àíàëèòè÷íà

âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Ãîëîìîðôíàÿ ãðóïïà {U t : t ∈ R} íàçûâàåòñÿ
âûðîæäåííîé, åñëè åå åäèíèöà U 0 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì â U.

Áóäåì èññëåäîâàòü ðàçðåøàþùèå ãðóïïû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà

Lu̇ = Mu,

ãäå âåêòîð-ôóíêöèþ u ∈ C∞(R;U) áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ,

åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå îíà îáðàùàåò åãî â òîæäåñòâî.

Ïóñòü U � íåêîòîðûé âåùåñòâåííûé ëèíåàë; íàçîâåì óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó

(U; U∥ · ∥) êâàçèíîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè

(i) ∀u ∈ U U∥u∥ ≥ 0, ïðè÷åì U∥u∥ = 0 ⇔ u =0, ãäå 0∈ U;

(ii) ∀u ∈ U ∀α ∈ R U∥αu∥ = |α|U∥u∥;
(iii) ∀u, v ∈ U U∥u+ v∥ ≤ C(U∥u∥+ U∥v∥), ãäå êîíñòàíòà C ≥ 1 è íå çàâèñèò

íè îò u, íè îò v.

Ôóíêöèÿ U∥ · ∥ : U → R+ íàçûâàåòñÿ êâàçèíîðìîé â ñëó÷àå C ≥ 1, à â

ñëó÷àå C = 1 åùå è íîðìîé. Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèÿ êâàçèíîðìèðîâàííîãî

ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Â

äàëüíåéøåì êâàçèíîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî (U; U∥·∥) áóäåì îòîæäåñòâëÿòü

ñ ëèíåàëîì U.

Â ðàáîòå É. Áåðãà è É. Ëåôñòðåìà äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:1

Ëåììà 1 (ëåììà 3.10.1) Ïóñòü U � êâàçèíîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è

ïóñòü ÷èñëî α îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (2C)α = 2. Òîãäà íà U ñóùåñòâóåò

ìåòðèêà d : U× U → R òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ u ∈ U

d(0, u) ≤ U∥u∥α ≤ 2d(0, u).

1Áåðã, É. Èíòåðïîëÿöèîííûå ïðîñòðàíñòâà. Ââåäåíèå / É. Áåðã, É. Ëåôñòðåì. � Ì.: Ìèð,
1980.
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Â ñèëó ýòîé ëåììû ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {uk} ⊂ U â êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ: lim
k,l→∞

U∥uk − ul∥ = 0. Ïîëíîå

êâàçèíîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ êâàçèáàíàõîâûì. Ïðåäåë {uk} ∈
U ñõîäÿùåéñÿ â êâàçèáàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå U ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uk} ⊂ U

áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì lim
k→∞

uk = u.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ïðèìåðîì êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñëóæàò

ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ℓq, q ∈ R+. Ýòè ïðîñòðàíñòâà áàíàõîâû ïðè

q ∈ [1,+∞) è êâàçèáàíàõîâû ïðè q ∈ (0, 1). Âî âòîðîì ñëó÷àå C = 21/q.

Èçâåñòíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå â êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ íå ìîãóò

áûòü ïîñòðîåíû îòîáðàæåíèÿ, îòëè÷íûå îò íóëåâîãî è òîæäåñòâåííîãî2, íàïðè-

ìåð, â ïðîñòðàíñòâå Lp[a, b], 0 < p < 1. Âìåñòå ñ òåì, ýòî ñïðàâåäëèâî íå äëÿ

âñåõ êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Òàê, â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ℓq, 0 < q < 1 è ïîñòðîåííûõ íà èõ îñíîâå êâàçèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ℓmq ,

0 < q < 1, m ∈ R ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, îòëè÷íûå îò òðèâèàëü-

íûõ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â äàííîì äèññåðòàöèîííîì èññëåäîâàíèè ðàññìàòðèâà-

þòñÿ òîëüêî òàêèå êâàçèáàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäåì

íàçûâàòü êâàçèáàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå òåîðèè âûðîæäåííûõ ãîëîìîðôíûõ

ãðóïï â êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ èññëåäîâàíèåì

åå ïðèëîæåíèé ê îïåðàòîðíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Îáîáùèòü ðåçóëüòàòû ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ â êâàçèáàíàõîâû

ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

2. Èññëåäîâàòü îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû â êâàçèáàíàõîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ïîëó÷åíèåì ðåçóëüòàòîâ îá èõ ñâîéñòâàõ.

3. Îáîáùèòü ðåçóëüòàòû òåîðèè âûðîæäåííûõ ãîëîìîðôíûõ ãðóïï â êâàçè-

áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

4. Èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè, çàäà÷è Øîóîëòåðà�Ñèäîðîâà,

íà÷àëüíî-êîíå÷íîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ èñïîëüçîâàíè-

åì òåîðèè âûðîæäåííûõ ãîëîìîðôíûõ ãðóïï â êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ðàçðåøàþùèõ ñåìåéñòâ îïå-

ðàòîðîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî âûäåëèòü òðè îñíîâíûõ ñëó÷àÿ, êî-
2Rolewicz, S. Metric Linear Spaces / S. Rolewicz. � Warsaw: PWN, 1985.

4



ãäà ñåìåéñòâî ÿâëÿåòñÿ: 1) ïîëóãðóïïîé ñèëüíî íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ; 2)

ïîëóãðóïïîé ãîëîìîðôíûõ îïåðàòîðîâ; 3) ãðóïïîé ãîëîìîðôíûõ îïåðàòîðîâ.

Ðàçâèòèå òåîðèè ðàçðåøàþùèõ ïîëóãðóïï íåðàçðûâíî ñâÿçàíî ñ èññëåäîâàíè-

åì ðåøåíèé îïåðàòîðíî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ.

Èññëåäîâàíèåì òàêèõ ñåìåéñòâ ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðíîé òåîðèè çàíè-

ìàëèñü è çàíèìàþòñÿ âî ìíîãèõ ðîññèéñêèõ íàó÷íûõ öåíòðàõ, íàïðèìåð, òàêèõ

êàê Âîðîíåæñêàÿ, Íîâîñèáèðñêàÿ, Åêàòåðèíáóðãñêàÿ, Èðêóòñêàÿ øêîëû.

Èññëåäîâàíèÿ âûðîæäåííûõ ãîëîìîðôíûõ ãðóïï îïåðàòîðîâ íåðàçðûâíî ñâÿ-

çàíû ñ ðàçâèòèåì òåîðèè óðàâíåíèé, íåðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîä-

íîé. Âïåðâûå òàêèå óðàâíåíèÿ íà÷àë èçó÷àòü À. Ïóàíêàðå, îäíàêî ñèñòåìàòè÷å-

ñêîå èõ èçó÷åíèå íà÷àëîñü â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà ïîñëå îñíîâîïîëàãàþùèõ

ðàáîò Ñ.Ë. Ñîáîëåâà. Èìåííî ïîýòîìó â ñîâðåìåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëå-

äîâàíèÿõ â îòíîøåíèè óðàâíåíèé íåðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé

ïðî÷íî çàêðåïèëñÿ òåðìèí "óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà".

Ïðè ýòîì èññëåäîâàòåëÿìè áûëî çàìå÷åíî, ÷òî õàðàêòåðíîé ÷åðòîé ãðóïïû

óðàâíåíèÿ ñ âûðîæäåííûì îïåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åäèíèöåé ãðóïïû ÿâëÿ-

åòñÿ íå òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, êàê â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï îïåðàòîðîâ,

à ïðîåêòîð íà íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Èìåííî òàêèå ãðóïïû íàçîâåì âû-

ðîæäåííûìè.

Íûíå, âûðîæäåííûå ãîëîìîðôíûå ãðóïïû îïåðàòîðîâ è óðàâíåíèÿ ñîáîëåâ-

ñêîãî òèïà àêòèâíî èçó÷àåìûå îáëàñòè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è íåêëàññè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñîîòâåòñòâåííî. Â ïðîáëåìàòèêå âû-

ðîæäåííûõ ãîëîìîðôíûõ ãðóïï îïåðàòîðîâ àêòèâíî ðàáîòàþò Ð.Å. Øîóîëòåð

(R.E. Showalter), À. Ôàâèíè3 (À. Favini), À. ßãè (À. Yagi), È.Â. Ìåëüíèêîâà, Ñ.Ã.

Ïÿòêîâ, Ã.À. Ñâèðèäþê4, Ò.Ã. Ñóêà÷åâà, Â.Å. Ôåäîðîâ. Òåðìèí "ãîëîìîðôíûå

ðàçðåøàþùèå ãðóïïû" ââåë Ð.Å. Øîóîëòåð â 1975 ã. Ãîëîìîðôíûå âûðîæäåí-

íûå ãðóïïû îïåðàòîðîâ êàê ðàçðåøàþùèå ãðóïïû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáî-

ëåâñêîãî òèïà áûëè èçó÷åíû Ã.À. Ñâèðèäþêîì.

Ïîíÿòèå êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïî âñåé âèäèìîñòè, íåðàçðûâíî ñâÿ-

çàíî ñ ïîíÿòèåì áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Îäíàêî ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ ê
3Favini, A. Degenerate di�erential equation in Banach spaces / A. Favini, A. Yagi. � New York

etc.: Marcel Dekker Inc. � 1999.
4Sviridyuk, G.A. Linear Sobolev Type Equations and Degenerate Semigroups of Operators /

G.A. Sviridyuk, V.E. Fedorov. � Utrecht, Boston: VSP, 2003.
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êâàçèáàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâàì, êàê ê îáúåêòó èññëåäîâàíèÿ, ïîÿâèëñÿ ñðàâíè-

òåëüíî íåäàâíî, ïðèìåðîì ýòîãî ìîãóò ñëóæèòü ðàáîòû Í. Êýëòîíà5 (N. Kalton),

êðîìå òîãî, òàêèå ïðîñòðàíñòâà âîçíèêàþò ïðè èññëåäîâàíèè àáåëåâûõ ãðóïï

É. Áåðãà, É. Ëåôñòðåìà è ïðèêëàäíûõ çàäà÷, íàïðèìåð, ðàáîòû Ñ.ß. Íîâèêîâà6

è Äæ.Ä. Õàðäêå7 (J.D. Hardtke).

Îòìåòèì, ÷òî êâàçèíîðìèðóåìûå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ êàê ñàìîñòîÿòåëü-

íûì îáúåêòîì òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé íàïðèìåð â ðàáîòàõ À.Á. Àëåêñàí-

äðîâà8, Â.Ë. Êðåïêîãîðñêîãî9, òàê è èñïîëüçóþòñÿ â ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çà-

äà÷, íàïðèìåð ðàáîòà Ñ.Ì. Âîâêà è Â.Ô. Áîðóëüêî10.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòàõ:

1. Ïîñòðîåíà ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ îïåðàòîðîâ â êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

2. Ïîñòðîåíà òåîðèÿ îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â êâàçèáàíàõî-

âûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïîñòðîåíû îòíîñèòåëüíûå ðåçîëüâåí-

òû, ðàññìîòðåíû èõ ñâîéñòâà, ïîñòðîåíû îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèíåííûå âåêòî-

ðû. Äîêàçàíà òåîðåìà î ðàñùåïëåíèè äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ â êâàçèáàíàõîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åííîì ñëó÷àå.

3. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ãîëîìîðôíûõ ðàçðåøàþùèõ âûðîæ-

äåííûõ ãðóïï îïåðàòîðîâ â êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé, à òàêæå èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ïîðîæäàþùèõ îïåðàòîðîâ äëÿ ýòèõ ãðóïï.

4. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû òåîðèè ãîëîìîðôíûõ âûðîæäåííûõ ãðóïï îïåðàòî-

ðîâ ïðèìåíåíû ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíûõ è íà÷àëüíî-êîíå÷íîé
5Kalton, N. Quasi-Banach Spaces / N. Kalton // Handbook of the Geometry of Banach Spaces,

Vol. 2, Edit. by W.B. Johnson and J. Lindenstrauss. � Amsterdam etc.: Elsevier, 2003. � P. 1099�
1130.

6Íîâèêîâ, Ñ.ß. Îá îñîáåííîñòÿõ îïåðàòîðà âëîæåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïð-
ðîñòðàíñòâ íà [0, 1] / Ñ.ß. Íîâèêîâ // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. � 1997. � Ò. 62, âûï. 4. �
Ñ. 549�563.

7Hardtke, J.D. A Remark on Condensation of Singularities / J.D. Hardtke // Journal of
mathematical physics, analysis, Geometry. � 2013. � V. 9, � 4. � P. 448�454.

8Àëåêñàíäðîâ, À.Á. Êâàçèíîìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà â êîìïëåêñíîì àíàëèçå: äèñ. ... äîê.
ôèç-ìàò. íàóê / À.Á. Àëåêñàíäðîâ. � Ëåíèíãðàä, 1983.

9Êðåïêîãîðñêèé, Â.Ë. Êâàçèíîìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, ðàöèîíàëüíî àïïðîê-
ñèìèðóåìûõ â íîðìå ÂÌÎ / Â.Ë. Êðåïêîãîðñêèé // Èçâåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé.
Ìàòåìàòèêà. � 1990. � � 3.� Ñ. 38�44.

10Âîâê, Ñ.Ì.Ïîñòàíîâêà çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíûõ ïàðàìåòðîâ ñèãíàëîâ â êâàçèíîìèðî-
âàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ / Ñ.Ì. Âîâê, Â.Ô. Áîðóëüêî // Èçâåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé.
Ðàäèîýëåêòðîíèêà. � 2010. � Ò. 53, � 7. � Ñ. 31�42.

6



çàäà÷ äëÿ îäíîãî êëàññà âûðîæäåííûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé.

5. Â ðàáîòå ïîñòðîåí êâàçèîïåðàòîð Ëàïëàñà è ðàññìîòðåíû êâàçèñîáîëåâû

ïðîñòðàíñòâà äëÿ ðàññìîòðåíèÿ àíàëîãà èçâåñòíîãî íåêëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè � óðàâíåíèÿ Áàðåíáëàòòà�Æåëòîâà�Êî÷èíîé � â êâà-

çèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè âûðîæ-

äåííûõ ãîëîìîðôíûõ ãðóïï îïåðàòîðîâ â êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà,

òåîðèè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, ñïåêòðàëüíîé òåîðèè. Äëÿ ïîñòðî-

åíèÿ îïåðàòîðîâ ðàçðåøàþùèõ ãðóïï, ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêèìè ðåçóëüòàòà-

ìè, èñïîëüçóåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îïåðàòîð-çíà÷íûõ ôóíêöèé â êâàçè-

áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî îáîñíîâà-

íèå ñóùåñòâîâàíèÿ â êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé àíà-

ëèòè÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé. Â îñíîâå

ýòîãî îáîñíîâàíèÿ ëåæèò ìåòðèçóåìîñòü êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçâèòèè òåîðèè âûðîæäåííûõ ãîëîìîðôíûõ ãðóïï

îïåðàòîðîâ, ïîëó÷åíèè ðÿäà îáîáùàþùèõ ðåçóëüòàòîâ â êâàçèáàíàõîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ýòî èññëåäîâàíèå ñòàíîâèòñÿ îòïðàâíîé òî÷-

êîé äëÿ ðàçâèòèÿ òåîðèè âûðîæäåííûõ ãîëîìîðôíûõ ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ.

Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíèå òåîðåòè÷åñêîé áàçû ïîçâîëÿåò íå òîëüêî íà÷àòü èññëå-

äîâàíèÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé â êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ è ðàçëè÷-

íûõ çàäà÷ äëÿ òàêîãî ðîäà óðàâíåíèé, íî è ðàññìàòðèâàòü âîçìîæíîñòü áîëåå

ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ ðÿäà òåõíè÷åñêèõ çàäà÷. Èìåííî âîçìîæíîñòü ïðèëî-

æåíèÿ ïîëó÷åííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ê ðàçëè÷íûì îáëàñòÿì íàó÷íûõ

èññëåäîâàíèé ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè èññëåäîâàíèÿ. Â

äèññåðòàöèè ïðèâåäåíû ëèøü îòäåëüíûå ïðèìåðû òàêîãî ðîäà ïðèëîæåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû àïðîáèðîâàíû íà êîíôåðåíöèÿõ:

Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ôóíê-

öèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé" (Íîâîñèáèðñê, 2013), Çèìíåé

âîðîíåæñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå (Âîðîíåæ, 2014), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôå-

ðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì (Ñóç-

äàëü, 2014), Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Àëãîðèòìè÷åñêèé àíàëèç

íåóñòîé÷èâûõ çàäà÷" (×åëÿáèíñê, 2014), Åæåãîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ àñïèðàíòîâ
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è äîêòîðàíòîâ ÞÓðÃÓ (×åëÿáèíñê, 2013, 2014, 2015). Ðåçóëüòàòû íåîäíîêðàò-

íî äîêëàäûâàëèñü íà îáëàñòíîì ñåìèíàðå ïî óðàâíåíèÿì ñîáîëåâñêîãî òèïà

ïðîôåññîðà Ã.À. Ñâèðèäþêà.

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1 � 9]. Ðà-

áîòû [1 � 4] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ âåäóùèõ ðîññèéñêèõ ðåöåí-

çèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè

ÐÔ. Èç ñîâìåñòíûõ ðàáîò [3,4,6,8] â äèññåðòàöèþ âîøëè òîëüêî ðåçóëüòàòû,

ïîëó÷åííûå åå àâòîðîì.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ

è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 98 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòå-

ðàòóðû ñîäåðæèò 112 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ñòàâèòñÿ öåëü èññëåäîâàíèÿ,

îïèñûâàþòñÿ ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü, òåîðåòè÷å-

ñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ.

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ. Îíè ñîäåðæàò îïðåäåëåíèÿ,

òåîðåìû è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, îïèðàÿñü íà êîòîðûå ïîëó÷åíû îñ-

íîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ.

Â ï. 1.1 ïðèâîäÿòñÿ ïîíÿòèå è ïðèìåðû êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé, êâàçèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâ, òåîðåìà î âëîæåíèè.

Â ï. 1.2 ñîäåðæàòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ îá îïåðàòîðàõ â êâàçèáàíàõîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïóñòü U = (U; U∥ · ∥) è F = (F; F∥ · ∥) � êâà-

çèáàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ëèíåéíûé îïåðàòîð L : U → F

îòîáðàæàþùèé ïðîñòðàíñòâî U â ïðîñòðàíñòâî F íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì,

åñëè lim
k→∞

Luk = L
(
lim
k→∞

uk

)
äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ â U ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{uk} ⊂ U è îãðàíè÷åííûì, åñëè ïðè ëþáîì u ∈ U

F∥Lu∥ ≤ K U∥u∥,

ãäå K ∈ R+ íå çàâèñèò îò u.

Òåîðåìà 1. (1.2.1)11 Ïóñòü U è F � êâàçèáàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé. Ëèíåéíûé îïåðàòîð L : U → F òàêîé, ÷òî dom L=U, íåïðåðûâåí

òî÷íî òîãäà, êîãäà îí îãðàíè÷åí.

11Â ñêîáêàõ óêàçàíà íóìåðàöèÿ â äèññåðòàöèè.
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Òåîðåìà 2. (1.2.2) Ïóñòü U è F � êâàçèáàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé, òîãäà áèåêòèâíûé îïåðàòîð L ∈ L(U;F) � òîïëèíåéíûé

èçîìîðôèçì.

Â ï. 1.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ

â êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåé-

íûõ L : U → F îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, îòîáðàæàþùèé ïðîñòðàíñòâî U â

ïðîñòðàíñòâî F, òàêèõ ÷òî dom L=U ÿâëÿåòñÿ ëèíåàëîì, êîòîðûé îáîçíà÷èì

ñèìâîëîì L(U;F). Íà ýòîì ëèíåàëå îïðåäåëèì íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ

L(U;F)∥L∥ = sup
U∥u∥=1

F∥Lu∥.

Òåîðåìà 3. (1.3.1) Ïóñòü U è F � êâàçèáàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé. Ëþáîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð L : domL → F c

ïëîòíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ (domL = U) ìîæíî ïðîäîëæèòü, è ïðè òîì

åäèíñòâåííûì îáðàçîì, äî ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà L̃ : U → F, îïðå-

äåëåííîãî íà âñåì

Òåîðåìà 4. (1.3.2) Ïóñòü U è F � êâàçèáàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé, òîãäà L(U;F) � êâàçèáàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ êâàçèíîðìîé

L(U;F)∥ · ∥.
Â ï. 1.4 ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â

êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Òåîðåìà 5. (1.4.1) Ïóñòü F � êâàçèáàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé, îïåðàòîð M ∈ L(F) è L(F)∥M∥ < 1/C. Òîãäà T = IF −M íåïðåðûâíî

îáðàòèì è

L(F)∥T−1∥ ≤ C

1− CL(F)∥M∥
,

ãäå C � êîíñòàíòà èç îïðåäåëåíèÿ êâàçèíîðìû.

Çäåñü ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ðåçîëüâåíòíîãî ìíîæåñòâà, ñïåêòðà ëèíåéíîãî íåïðå-

ðûâíîãî îïåðàòîðà è ðåçîëüâåíòà ýòîãî îïåðàòîðà, ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå ðÿäà.

Ïðèâîäèòñÿ ïîíÿòèå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ⊂
C. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ f(z) îïðåäåëåíà íà D è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â êâàçè-

áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé F. Åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ ïðåäñòà-

âèìà ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì Ëîðàíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé

òî÷êè, òî âû÷åòîì ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå íàçîâåì êîýôôèöèåíò c−1 ëîðàíîâñêî-

ãî ðàçëîæåíèÿ. Êëàññèôèêàöèþ èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê áóäåì ïîíèìàòü
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òàêæå, êàê â òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Èíòåãðàë îò âåêòîð-

ôóíêöèè f(z) ïî çàìêíóòîìó ãëàäêîìó êîíòóðó Γ ⊂ C áóäåì ïîíèìàòü êàê

ñóììó âû÷åòîâ â èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷êàõ, ëåæàùèõ âíóòðè êîíòóðà Γ,

óìíîæåííóþ íà êîýôôèöèåíò 2πi. Òîãäà ÿñíî, ÷òî äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ âåêòîð-

ôóíêöèé ñïðàâåäëèâà êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Êîøè î ðàâåíñòâå íóëþ èíòåãðàëà

ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó.

Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ. Â íåé ðàññìàòðèâàþòñÿ âû-

ðîæäåííûå ãîëîìîðôíûå ãðóïïû îïåðàòîðîâ â êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Â ï. 2.1 ïîñòðîåíû îòíîñèòåëüíûå ðåçîëüâåíòû â êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è èññëåäîâàíû èõ ñâîéñòâà. Áóäåì íàçûâàòü ìíîæå-

ñòâà

ρL(M) = {µ ∈ C : (µL−M)−1 ∈ L(F;U)}, σL(M) = C \ ρL(M)

L-ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâîì è L-ñïåêòðîì îïåðàòîðà M ñîîòâåòñòâåííî.

Îïåðàòîð-ôóíêöèè âèäà (µL − M)−1, RL
µ(M) = (µL − M)−1L è LL

µ(M) =

L(µL − M)−1 ïåðåìåííîé µ ∈ C íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî L-ðåçîëüâåíòîé,

ïðàâîé è ëåâîé L-ðåçîëüâåíòîé îïåðàòîðà M.

Ëåììà 2. (2.1.1) Ìíîæåñòâî ρL(M) âñåãäà îòêðûòî, è, ñëåäîâàòåëüíî,

σL(M) âñåãäà çàìêíóòî.

Òåîðåìà 6. (2.1.1) Ïóñòü îïåðàòîðû L,M ∈ L(U;F), òîãäà L-ðåçîëüâåíòû,
ïðàâàÿ è ëåâàÿ L-ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà M ãîëîìîðôíû â ρL(M).

Â ï. 2.2 ââåäåíî ïîíÿòèå (L, p)-îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ è äîêàçàíà òåîðåìà

î ðàñùåïëåíèè äåéñòâèé îïåðàòîðîâ L, M . ÎïåðàòîðM íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëü-

íî îãðàíè÷åííûì îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà L (êîðîòêî, (L, σ)-îãðàíè÷åííûì),

åñëè

∃a ∈ R+ ∀µ ∈ C (|µ| > a) ⇒
(
µ ∈ ρL(M)

)
.

Ïóñòü îïåðàòîð M (L, σ)-îãðàíè÷åí, çàäàäèì ïðîåêòîðû

P =
1

2πi

∫
γ

RL
µ(M)dµ, Q =

1

2πi

∫
γ

LL
µ(M)dµ,

ãäå êîíòóð γ = {µ ∈ C : |µ| = r > a}. Ïîëîæèì U0 (U1) = kerP (imP ),

F0 (F1) = kerQ (imQ), è ÷åðåç Lk (Mk) îáîçíà÷èì ñóæåíèå îïåðàòîðà L (M) íà

Uk, k = 0, 1. Ïðîñòðàíñòâà U è F ðàñùåïëÿþòñÿ â ïðÿìûå ñóììû U = U0 ⊕U1 è

F = F0 ⊕ F1.
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Òåîðåìà 7. (2.2.1) Ïóñòü îïåðàòîð M (L, σ)-îãðàíè÷åí, òîãäà

(i) îïåðàòîðû Lk,Mk ∈ L(Uk;Fk), k = 0, 1;

(ii) ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû L−1
1 ∈ L(F1;U1) è M−1

0 ∈ L(F0;U0).

Ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû: H = M−1
0 L0 ∈ L(U0) è S = L−1

1 M1 ∈ L(U1).

(µL−M)−1 = −
∞∑
k=0

µkHkM−1
0 (I−Q) +

∞∑
k=1

µ−kSk−1L−1
1 Q ∀µ ∈ ρL(M)

Îïåðàòîð M íàçûâàåòñÿ (L, p)-îãðàíè÷åííûì ïðè p ∈ N0 ≡ {0} ∪N, åñëè îí
(L, σ)-îãðàíè÷åí è p = 0, åñëè H ≡ O; p ∈ N, åñëè Hp ̸= O, à Hp+1 ≡ O.

Â ï. 2.3 ñîäåðæàòñÿ ñâåäåíèÿ îá îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðàõ è

èõ ñâîéñòâàõ. Ïóñòü kerL ̸= 0, φ0 ∈ kerL\{0} ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà L.

Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî {φk : k ∈ {0} ∪N} íàçîâåì öåïî÷êîé M -ïðèñîåäè-

íåííûõ âåêòîðîâ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà φ0, åñëè

Lφk+1 = Mφk, k ∈ {0} ∪ N; φk /∈ kerL\{0}, k ∈ N.

Öåïî÷êà îïåðàòîðîâ ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé, îäíàêî îíà îáÿçàòåëüíî êîíå÷íà,

åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð φq ∈ {φk : k ∈ {0} ∪ N} òàêîé, ÷òî Mφq /∈ im L.

Ìîùíîñòü êîíå÷íîé öåïî÷êè íàçûâàåòñÿ åå äëèíîé.

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âñåõ ñîáñòâåííûõ è M -ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ îïåðà-

òîðà L íàçûâàåòñÿ M -êîðíåâûì ëèíåàëîì îïåðàòîðà L. Åñëè ëèíåàë çàìêíóò,

òî îí íàçûâàåòñÿ M -êîðíåâûì ïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà L.

Ëåììà 3. (2.3.1) Ïóñòü îïåðàòîð M (L, p)-îãðàíè÷åí, p ∈ {0} ∪ N. Òîãäà

M -êîðíåâîé ëèíåàë îïåðàòîðà L ñîäåðæèòñÿ â U0.

Òåîðåìà 8. (2.3.2)Ïóñòü îïåðàòîð L ôðåäãîëüìîâ. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) îïåðàòîð M (L, p)-îãðàíè÷åí, p ∈ {0} ∪ N;
(ii) äëèíà ëþáîé öåïî÷êè M -ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà L íå ïðå-

âûøàåò p, è ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà öåïî÷êà äëèíû p.

Â ï. 2.4 ñôîðìóëèðîâàíî è äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðàçðåøàþùåé âûðîæ-

äåííîé ãîëîìîðôíîé ãðóïïû îïåðàòîðîâ äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâ-

ñêîãî òèïà.

Ïóñòü U è F � êâàçèáàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, îïåðàòîðû L,M ∈ L(U;F).

Lu̇ = Mu (1)
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Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ u ∈ C∞(R;U), åñëè îíà

óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ. Íàçîâåì åãî ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè, åñëè îíî

äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

u(0) = u0. (2)

Ãðóïïà U • ∈ C∞(R;L(U)) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ðàçðåøàþùèõ îïåðàòîðîâ

óðàâíåíèÿ (1), åñëè ïðè ëþáîì u0 ∈ U âåêòîð-ôóíêöèÿ u(t) = U tu0 ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1).

Òåîðåìà 9. (2.4.1) Ïóñòü îïåðàòîð M (L, p)-îãðàíè÷åí, p∈{0} ∪ N. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàÿ ãðóïïà ðàçðåøàþùèõ îïåðàòîðîâ äëÿ óðàâíåíèÿ (1),

êîòîðàÿ ê òîìó æå èìååò âèä

U t =
1

2πi

∫
γ

RL
µ(M)eµtdµ, t ∈ R, (3)

ãäå êîíòóð γ = {µ ∈ C : |µ| = r > a}.
Ìíîæåñòâî P íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì óðàâíåíèÿ (1), åñëè

(i) ïðè ëþáîì u0 ∈ P ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1),(2);

(ii) ëþáîå ðåøåíèå u = u(t) óðàâíåíèÿ (1) ëåæèò â P êàê òðàåêòîðèÿ

(ò.å. u(t) ∈ P ïðè âñåõ t ∈ R).
Òåîðåìà 10. (2.4.2) Ïóñòü îïåðàòîð M (L, p)-îãðàíè÷åí, p∈{0}∪N. Òîãäà

ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî U1.

Ñëåäñòâèå 1. (2.4.3) Ãðóïïà {U t : t ∈ R} áóäåò åäèíñòâåííîé ðàçðåøàþ-

ùåé ãðóïïîé óðàâíåíèÿ (1), åñëè

(i) âåêòîð ôóíêöèÿ u(t) = U tu0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (1) ïðè ëþáîì u0 ∈ U;

(ii) îáðàç ãðóïïû (3) ñîâïàäàåò ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì óðàâíåíèÿ (1).

Â ï. 2.5 ýòîé ãëàâû ñîäåðæàòñÿ ðåçóëüòàòû î ñâîéñòâàõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæ-

äàþùèõ âûðîæäåííóþ ãîëîìîðôíóþ ãðóïïó.

Òðåòüÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ è ñîäåðæèò ïðèëîæåíèÿ ïîëó-

÷åííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ï. 3.1 ðàññìîòðåíà çàäà÷à Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâ-

ñêîãî òèïà ñ îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì â êâàçèáàíàõîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïóñòü U è F � êâàçèáàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îïåðàòîðû L,M ∈ L(U;F), îòðåçîê [a, b] ⊂ R ñîäåðæèò

òî÷êó íóëü, âåêòîð-ôóíêöèÿ f ∈ C∞([a, b];F). Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå íåîäíîðîä-
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íîå óðàâíåíèå ñîáîëåâñêîãî òèïà

Lu̇ = Mu+ f. (4)

Òåîðåìà 11. (3.1.1) Ïóñòü îïåðàòîð M (L, p)-îãðàíè÷åí, p∈{0}∪N, òî÷êà
0 ∈ [a, b]. Òîãäà ïðè ëþáûõ f ∈ C∞([a, b];F) è ëþáûõ

u0 ∈

{
u ∈ U : u = −

p∑
k=0

HkM−1
0 (I−Q)f (k)(0)

}
,

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ C∞([a, b];U) çàäà÷è (2), (4) âèäà

u(t) = −
p∑

k=0

HkM−1
0 (I−Q)f (k)(t) + U tu0 +

t∫
0

U t−sL−1
1 Qf(s)ds.

Â ï. 3.2 ñòðîèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è Øîóîëòåðà�Ñèäîðîâà

[RL
α(M)]p+1(u(0)− u0) = 0, α ∈ ρL(M). (5)

äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà (4).

Òåîðåìà 12. (3.2.1) Ïóñòü îïåðàòîð M (L, p)-îãðàíè÷åí, p ∈ {0}∪N, òî÷êà
0 ∈ [a, b]. Òîãäà ïðè ëþáûõ f ∈ Cp+1([a, b];F) è ëþáûõ u0 ∈ U ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u = u(t), t ∈ [a, b], çàäà÷è (4), (5) âèäà

u(t) = −
p∑

k=0

HkM−1
0 (I−Q)f (k)(t) + U tu0 +

t∫
0

U t−sL−1
1 Qf(s)ds.

Â ñëó÷àå (L, p)-îãðàíè÷åííîñòè, p ∈ {0}∪N, îïåðàòîðàM íà÷àëüíîå óñëîâèå

(5) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ P (u(0)− u0) = 0.

Â ï. 3.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êîíå÷íàÿ çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà (4). Ïóñòü L-ñïåêòð σL(M) îïåðàòîðà M ðàñïàäàåòñÿ

íà äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîìïîíåíòû, ò.å. âûïîëíåíî óñëîâèå

σL(M) = σL
a (M) ∪ σL

b (M) è σL
a (M) ∩ σL

b (M) = ∅. (6)

Òîãäà ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîíòóðû γa è γb, îãðàíè÷èâàþùèå îáëà-

ñòè, ñîäåðæàùèå ÷àñòè ñïåêòðà σL
a (M) è σL

b (M) è â êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî ïîñòðîèòü ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû

Pa(b) =
1

2πi

∫
γa(b)

RL
µ(M) dµ è Qa(b) =

1

2πi

∫
γa(b)

LL
µ(M) dµ.
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Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (6) äëÿ óðàâíåíèÿ (4) ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-

êîíå÷íàÿ çàäà÷à

Pa(u(a)− ua) = 0, Pb(u(b)− ub) = 0. (7)

Òåîðåìà 13. (3.3.1) Ïóñòü îïåðàòîð M (L, p)-îãðàíè÷åí, p ∈ {0} ∪ N, è
âûïîëíåíî óñëîâèå (6). Òîãäà äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ ua, ub ∈ U è ëþáîé âåêòîð-

ôóíêöèè f : [a, b] → F, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

(I−Q)f ∈ Cp+1([a, b];F0) è Qf ∈ C([a, b];F1),

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ C1([a, b];U) çàäà÷è (4), (7) âèäà

u(t) = −
p∑

k=0

HkM−1
0 (I−Q)f (k)(t) + U t−aua − U b−tub+

+

∫ t

a

U t−sL−1
1 Qaf(s)ds−

∫ b

t

U t−sL−1
1 Qbf(s)ds.

Â ï. 3.4 ïîñòðîåí êâàçèîïåðàòîð Ëàïëàñà è ðàññìîòðåíû êâàçèñîáîëåâû ïðî-

ñòðàíñòâà. Ïóñòü {λk} ⊂ R+ � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

òàêàÿ, ÷òî lim
k→∞

λk = +∞. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êâàçèñîáîëåâû ïðîñòðàíñòâà

ℓmp =

{
u = {uk} ⊂ R :

∞∑
k=1

(
λ

m
2

k |uk|
)p

< +∞

}
,

ãäå m ∈ R, p ∈ R+. Ïðîñòðàíñòâà ℓmp êâàçèáàíàõîâû ïðè âñåõ m ∈ R, p ∈ R+ ñ

êâàçèíîðìîé

m
p ∥u∥ =

( ∞∑
k=1

(
λ

m
2

k |uk|
)p)1/p

,

ïðè÷åì îíè òàêæå áàíàõîâû ïðè p ∈ [1,+∞). Åñëè p ∈ (0, 1), òî êîíñòàíòà

C = 21/p. Çàìåòèì åùå, ÷òî åñëè m = 0, òî ℓ0p = ℓp.

Òåîðåìà 14. (3.4.1) Ïðè âñåõ p ∈ R+, m ∈ R, l ≤ m, èìåþò ìåñòî ïëîòíûå

è íåïðåðûâíûå âëîæåíèÿ ℓmp ↪→ ℓlp.

Â ï. 3.5 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîã óðàâíåíèÿ Áàðåíáëàòòà�Æåëòîâà�Êî÷èíîé

â êâàçèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ íà îñíîâå ïîñòðîåííîãî â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå

êâàçèîïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ïóñòü, êàê è âûøå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk} ⊂ R+

òàêàÿ, ÷òî lim
k→∞

λk = +∞. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êâàçèîïåðàòîð Ëàïëàñà Λ :

ℓm+2
p → ℓmp ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû: Λu = λkuk.
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Ïóñòü λ ∈ R è α ∈ R \ {0} � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Ðàññìîòðèì íåîäíîðîä-

íîãî óðàâíåíèå Áàðåíáëàòòà�Æåëòîâà�Êî÷èíîé

(λ− Λ)ut = αΛu+ f.

Òåîðåìà 15. (3.5.1) Äëÿ ëþáûõ λ ∈ R è α ∈ R \ {0} îïåðàòîð M (L, 0)-

îãðàíè÷åí.

L-ñïåêòð σL(M) îïåðàòîðà M ñîäåðæèò òî÷êè{
µk =

αλk

λ− λk
, k ∈ N \ {l : λ = λl}

}
.

Ïîëó÷åí ðåçóëüòàò î ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíûõ è íà÷àëüíî-êîíå÷íîé çàäà÷

äëÿ óðàâíåíèÿ Áàðåíáëàòòà�Æåëòîâà�Êî÷èíîé.

Ðåçóëüòàòû âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Ðåçóëüòàòû ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ â êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

2. Ðåçóëüòàòû òåîðèè îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â êâàçèáàíàõî-

âûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

3. Òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ãîëîìîðôíûõ âûðîæäåííûõ ãðóïï îïåðàòîðîâ â

êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

4. Òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ Êîøè, Øîóîëòåðà�Ñèäîðîâà è íà÷àëüíî-

êîíå÷íîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà â êâàçèáàíà-

õîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

5. Ïîñòðîåíèå êâàçèîïåðàòîðà Ëàïëàñà è êâàçèñîáîëåâûõ ïðîñòðàíñòâ.

6. Ïîñòðîåíèå àíàëîãà óðàâíåíèÿ Áàðåíáëàòòà�Æåëòîâà�Êî÷èíîé â êâàçèñîáî-

ëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
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